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Japanese Parts

� モンテカルロ法

乱数を使用して解を求める手法を総称して「モンテカルロ法」という。

��� 乱数

乱数は、モンテカルロ計算の基本的なツールとなる数である。任意の時点で、必要とする乱数が
速やかに発生される必要がある。乱数の発生方法には、以下のような種類がある。

�� サイコロ、ルーレットなどを用いる方法。高速性が劣る。

�� 乱数表を用いる。種々の統計的検定を経て、十分吟味してあるので乱数として好ましい性質
を持っているが、補助記憶装置に記憶させて計算機に読みとらせる必要があり、時間がかか
り有効でない。

�� 放射性同位元素の崩壊などの物理現象を利用 �物理乱数�。ディジタル化の問題、定常性、再
現性に欠点がある。

�� 擬似乱数 �算術乱数�。最初にたね乱数R�を適当に選び、Rn�� 
 f�Rn�の形の漸化式 �普通
は合同式�によって順次乱数を作り出す方法。

� 種の乱数R�を固定すれば、以後発生する乱数は同一となる。

� 擬似乱数はmを法とする剰余である。

� 高々m個の種類しかないから、有限の周期を持つことが問題。

� 擬似乱数は、以下の性質を持っている事が望ましい。

�a� 乱数を発生する時間がなるべく短い
�b� 乱数の周期が十分長い
�c� 再現性を持つことが望ましい
�d� 良好な統計的性質を持つ

� 得られた擬似乱数をmで割ったものは、��� ��の擬似乱数となる。

�� Marasaglia�Zaman乱数と呼ばれる別のタイプの乱数がある ���。この乱数は、非常に長い周
期 ����� � �����を持っており、��ビットのどの様な計算機でも使用可能である。

��� 擬似乱数

現在良く使われているのは、レーマー �D�H�Lehmer�の提唱による線形合同法。

Rn�� � mod�aRn � b�m� �n 
 �� �� �����m�

a� b�mは、適当に選ばれた非負の整数。法mはコンパイラーで使用可能な整数により変わる。��
ビットの場合は m 
 ���である。Rn�� � mod�aRn � b�m�の形の合同式を混合合同式といい、
Rn�� � mod�aRn� m�の形を乗積合同式という。mod�aRn� m�は、aRnをmで割った時の余りで
ある。

名前 a b m

RANDU ����
 � ���

SLAC RAN� �
��
 � ���

SLAC RAN� �����	�
� � ���

�



��� 手計算による簡単な乱数の発生

R� 
 �、a 
 �、m 
 ��としてこの方法で、手計算で ��個の乱数を作成せよ。途中から同じ順番
での繰り返しになるはずである。同じ順番が出現するまでの長さを「周期」とよぶ。この乱数の
周期はいくらか。R�を変えるとどうなるかを調べよ。

n 　Rn 　 Rn � � Rn�� 
 mod�Rn � �� ���

� � �� ���

� ��

�

�

�

�

�

�

	




��

���÷ ��
�� � ���なので、この値は ��になる。

��� 擬似乱数を用いた �の計算

表 �の擬似乱数 �SLAC RAN�で作成�表の適当な場所から順番に �選んだ乱数から、右側の乱数
へ。一番右側の乱数の次は、下の欄の一番左側へ��個ずつ選び、

R 

q
�� � �� � ���

となる組の数を数える。

Trial number 　　� 　　 　　� 　　 　　R 　　 　R � �

�

�

�

�

�

�

�
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�A�

A���
 �A������


条件のあったケースを試行回数 ��で割った値は、�x�の正方形中で、半径 �の円内の面積に相当
する。この面積は、���であるので、得られた数を �倍したものが �になる。
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� モンテカルロ法による放射線の輸送計算

モンテカルロ計算法による放射線の輸送計算は、物質中の物理現象を確率的にとらえ、確率過程
を記述する確率変数を導き、その過程を乱数を発生させて追跡するものである。

��� サンプリング法

����� 連続型確率過程

ある物理現象が、xと x � dxで発生する確率を f�x�dxとする �例えば、ある粒子が、xまでは
反応を起こさず、x � dxの間で反応を起こす確率�。f�x�を確率密度関数 �PDF�という。但し、
a � x � bで、 Z b

a

f���d� 
 �

である。PDFは、�a�b�の区間で積分可能でかつ負でない値である必要がある。
累積分布関数 �CDF�F �x��は、

F �x� 


Z x

a
f�x��dx�

であり、定義から明らかな様に F �b� 
 �である。
�を �から �の間の一様な乱数とすると、

� 
 F �x� 

Z x

a

f�x��dx�

と関係づける事ができる。上式から xは、

x 
 F�����

となる。この式を解析的に解くことが可能な場合には、xを直接計算して決める事が可能であり、
�直接サンプリング法�と呼ぶ。
一般的には、xを求めるためには様々な手法が必要となる。

�



����

��

�

� �

η

�

直接サンプリング法の例�飛行距離の決定 粒子が、次の反応を起こす位置は次のようにして求め
られる。

�� 厚さ dlの物質に粒子が n個入射した時、�個の入射粒子が単位距離当たりに衝突する確率を
�tとすると、dl中での粒子による減少数 dnは、

dn 
 �n�tdl

であるから、 Z n

n�

dn

n
�
 ln

n

n�
� 


Z l

�

���t�dl�
 ��tl�

n

n�

 e��tl

となる。n�は、l 
 �での粒子数。

n0 n

l dl

�� e��tlは、粒子が距離 lを進む間に全く反応を起こさない確率である。従って、�l� l� dl�で
最初に衝突が起きる確率は、

p�l�dl 
 e��tl�tdl

であり、�

� 
 P �l� 

Z l

�

p�l��dl� 
 �� e��tl

となる。
�
R
�

�
p�l�dl � �

�



�� これを解くことにより、

l 
 �
�

�t

ln��� �� 
 �� ln��� ��

� 
 ���tは、平均自由行程 �mean free path� mfp�と呼ばれている。

�� �� � は、�と等価なので、普通は、

l 
 �� ln �

が使用される。

����� 離散型確率過程

x�� x�� ������� xnを確率 p�� p�� �������� pnを持つ n個の独立背反物理事象とする。�例えば、光子の反
応における、光電吸収、コンプトン散乱、電子対生成とそれぞれの発生確率�

F �xn� 

nX

i��

pi 
 �

�を �から �の間の一様な乱数とすると、

F �xi� 

iX

j��

pj � � � F �xi��� 

i��X
j��

pj �

を満たす時、事象 xiが起こる事になる。 

0 

1 

η 

X1 X2 X3 X4 

離散型確率過程の例 光子の反応における光電吸収、コンプトン散乱、電子対生成とそれぞれの
発生確率を Pphoto� PCompt 及び Ppairとする。

� Pphoto � PCompt � Ppair 
 ���

� � � Pphotoの時は、光電吸収が起きるとする。

� Pphoto � � � Pphoto � PComptの時は、コンプトン散乱が起きたとする。

� Pphoto � PCompt � �の時は、電子対生成とする。

�



��� 放射線の物質内での挙動の追跡

ある体系に入射または体系内で発生した放射線が、その体系内で衝突を繰り返して散乱、吸収な
どを受けて、その位置、方向、エネルギーを変えながら移動する過程を追跡し、ある特定領域に
達する �体系内のある点への到達、体系からの漏れなど �量や体系内で吸収された量などを求める
モンテカルロ法での取扱について述べる。
全体のフローチャートは以下のようになる。

Source (determine position, direction, energy, time and weight)

Determine flight distance (mfp)

Determine new position (collision point)

Store results

Inside system ?

Determine type of interaction

Absorption Scattering etc.

Region of interest ?

Determine direction, energy and 
weight of scattered and produced 
particles after interaction

yes

no

no

yes

�� 線源の決定

� 発生点の空間座標

� 方向座標

� エネルギー

� ウエイト

�� 全断面積から反応点までの飛行距離 �l�を決定する。

�� 反応点が領域内がどうかを調べる。

� 光子や中性子の様な非荷電粒子は、エネルギーも方向も変えずに反応点まで移動する。
この様な場合には、反応点までの距離 lと粒子の飛行方向に沿った境界までの距離 dと
を比べる幾何学的な問題となる。

�a� l � d�粒子を lだけ移動させ、反応の種類、反応後の粒子のエネルギー等を決め、
次の反応へと続ける。

�b� l � d �粒子を dだけ移動させせる。
� もし、次の領域が同じ物質であれば、飛行距離を l � dとして同じ操作を繰り
返す。異なる物質の場合は、新しい物質に対する反応点を改めてサンプリング
する。

� 計算をうち切る体系外との境界の場合は、そこで追跡を止め、新たな粒子発生
に移る。

�



� 電子の様に電荷を持った粒子の場合は、反応位置に移動するまでに方向とエネルギー
を変える為に扱いは複雑になる。

�� 反応の種類の決定

� 反応の種類は、離散型確率分布関数を用いて行う。

� 光子の場合は、光電吸収、コンプトン散乱あるいは電子対生成のどの反応が起きるか
を決定する。

�� 散乱後の粒子や生成した粒子のエネルギー、方向を反応の微分断面積から決定する。

�� 粒子は求める領域に達した場合には、必要な情報を記録する。

� 粒子の種類やエネルギー

� 物質に付与したエネルギー等

�� 以下の場合には粒子の追跡を終了する。

� 粒子が体系外の出た場合や

� 粒子のエネルギーが下限以下 �カットオフエネルギー�になった場合

	� 粒子が発生してから終了するまでの過程をヒストリーという。ヒストリーを多数繰り返す事
により、必要とする情報を得る。

� 簡単な例による粒子の追跡

�� 単一物質の場合

�a� 図 �に示すように、厚さ �� cmの物質 Aがあるとする。

� ���MeVの光子が物質 Aの左側から垂直に入射すると仮定する。
� 平均自由行程は ��cmとする。
� 光電吸収とコンプトン散乱の比は、���とする。
� コンプトン散乱後、光子はエネルギーも方向も変わらないとする。

�b� 表 �の例にならって、擬似乱数表 �表 ��の任意の場所から順番に乱数を使用して、��
個の光子の内、物質Aを通り抜ける光子の数を求めよ。

�c� 例 �にならって、光子の位置を図 �に記入せよ。�光子の飛跡図�

�� �重層の場合

�a� 図 �に示すように、厚さ ��cmの物質Aの後ろに厚さ ��cmの物質 Bがあるとする。

� ���MeVの光子が物質 Aの左側から垂直に入射すると仮定する。
� 物質 Aの平均自由行程、光電吸収とコンプトン比は先と同じとする。
� 物質 Bの平均自由行程は �cmとする。
� 物質 Bの光電吸収とコンプトン散乱の比は、���とする。
� 先と同様、コンプトン散乱後、光子はエネルギーも方向も変わらないとする。

�b� 表 �の例にならって、擬似乱数表 �表 ��の任意の場所から順番に乱数を使用して、��
個の光子の内、物質Bを通り抜ける光子の数を求めよ。

�c� 例 �にならって、光子の位置を図 �に記入せよ。�光子の飛跡図�

�



� 複雑だがより実際に近い光子の追跡

図 �に示すような ��cmのアルミ板について、以下の仮定の下で光子の飛跡を追跡する。

�� 入射光子のエネルギーは、���MeVとする。

�� 光子のエネルギーに関係なくコンプトン散乱において、光子の散乱角は 
��単位とし、散乱
の確率は同じとする。

散乱角 確率
�� ������

�� ������
�	�� ������

�� 散乱後の光子のエネルギーは、次式で計算する。

E 

E�

� �
�

E�

�����

�
��� cos ��

���

E��MeV�は、散乱前のエネルギー、E�MeV�は、散乱後のエネルギー、�は、散乱角である。

�� 散乱の方位角は、��と �	��が ���の確率で起きるとする。�コンプトン散乱は、X�Z平面で
生じる事になる。粒子の進行方向に対して、左側を �� とする。�

�� mfp 及び反応の分岐比 �branching ratio�は、図 �と �から読みとる。

�� 光子のカットオフエネルギーは、����MeVとする。

��� 例

表 �に記載されている例について説明する。

� 入射粒子

�� ���MeVの光子に対するmfpは、図 �より、����cmである。

�� 最初の乱数が �����とすると、反応点までの距離は、

l 
 � � ln������� � ���� 
 �����cm�

となる。境界までの距離は ��cmで、反応点はAl内であるので、反応の種類を決定する。

�� ���MeV光子の場合、光電吸収の割合は、図２より �����	である。

�� 次の乱数 ����
は、この値より大きいので、反応はコンプトン散乱である。

�� 次に散乱角を決定する。仮定より、散乱角は、乱数 �が ���より小さい時は、��、���
から ���の間の時は、
��、����以上の時は �	��となる。次の乱数は、�����であるの
で、散乱角は 
��である。

�� 散乱後のエネルギーを計算する。

E 

���

� �
�

���
�����

�
��� cos 
���


 ������MeV �

�� 方位角の決定。次の乱数は、��			であるので、散乱の方位角は、�	�� である。

� 散乱線 �

	



�� ����MeVの光子に対するmfpは、図 �より、����cmである。

�� 次の乱数が ����	なので、反応点までの距離は、

l 
 � ln�����	� � ���� 
 ���
�cm��

�� X�方向は境界を考えないので、反応の種類を決定する。

�� ����MeV光子の場合、光電吸収の割合は、図 �より ����である。

�� 次の乱数 ����
は、この値より大きいので、反応はコンプトン散乱である。

�� 次の乱数は、�����	であるので、散乱角は ��である。この場合、方位角を決定する必
要はない。また、光子のエネルギーも変わらない。

�� 光子は、X
����
cm� Z
����cmの位置から、X軸の負の方向に進む事になる。

� 散乱線 �

�� ����MeVの光子に対するmfpは、同じく ����cmである。

�� 次の乱数が ��
�
なので、反応点までの距離は、

l 
 � ln���
�
� � ���� 
 ������cm�

�� X�方向は境界を考えないので、反応の種類を決定する。

�� ����MeV光子の場合、光電吸収の割合は、前と同じで ����である。

�� 次の乱数 �����は、この値より大きいので、反応はコンプトン散乱である。

�� 次の乱数は、����
であるので、散乱角は 
��である。

�� 散乱後のエネルギーを計算する。

E 

����

� �
�
����
�����

�
��� cos 
���


 ����	�MeV �

	� 次の乱数は、����
であるので、散乱の方位角は、�� である。


� 光子は、X
���
�cm� Z
����cmの位置から、Z軸の正の方向に進む事になる。

��� 実習

�� 同じようなやり方で、光子を追跡し、光電吸収が起きるか、光子のエネルギーがカットオフ
以下になるか、体系外 �Z����あるいは、Z	��cm�まで、粒子を追跡する。

�� 上記にならって表 �に、擬似乱数表 �表 ��の任意の乱数から出発して、光子の位置を求めよ。
また、図 �の様にその飛跡を図 �に記載せよ。

�� 物質が鉄の場合について、同じ方法で光子に位置を求め、その飛跡を同じように図に記入
せよ。
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